
Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 1

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 3 cos 2x− 5x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = chx(ẋ2 − 1). Íàéäèòå ÷àñòîòó ìàëûõ

êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Íà ðàñ-

ñòîÿíèè a îò ýòîé ñïèöû íàä íåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä −3q. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

F (t) = 2t + 4t2 + 5t5. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

2/τ2, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 2ex − x + ε(t2 − 3t3)x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 2m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 2

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x2 + 2x + 2/(x + 1). Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû,
à òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = (x + 2)ẋ2/2− xex. Íàéäèòå ÷àñòîòó
ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå
êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ 2C è 3C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 3t + 2 sin 2t.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = F0t
2
1/τ2,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 3xε sin 2t + 2 cosx + 3x, ε ¿ 1, äåéñòâó-
åò ñèëà òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî
èçìåíèòñÿ ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðî-
òèâîïîëîæíî ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 3m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 3

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x + 3/(x + 2)4. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à
òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = (x− 1)2ẋ2 − x2/(x2 + 4). Íàéäèòå
÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëî÷íîãî êîëüöà ðàäèóñîì
R, ïëîñêîñòü êîòîðîãî âåðòèêàëüíà. Â íèæíåé òî÷êå êîëüöà íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä 2q. Íàéäèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà
F (t) = 3e−2t + 2 cos t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(et/τ − 1), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = F0t
3
1/τ3,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x4 − 3x2 + εxet, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 4m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 4

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = e2x − x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = e−2xẋ2 − e2x2+4x+5. Íàéäèòå ÷àñòîòó

ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ

2C è 3C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 2e−3t cos t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

3/τ3, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(5πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿ-
òîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = −x + 3ex + ε(t2 + t3)x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 5m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 5

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 4 cos 2x− 3x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2/(12 + 4x)− x

√
12 + 4x. Íàéäèòå

÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Íà ðàñ-

ñòîÿíèè a îò ýòîé ñïèöû íàä íåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä −4q. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

F (t) = − cos 2t− t sin t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(5πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 2F0t
2
1/τ2,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 3xε cos 2t + 2 cos 3x + x, ε ¿ 1, äåéñòâó-
åò ñèëà òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî
èçìåíèòñÿ ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðî-
òèâîïîëîæíî ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 6m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 6

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x2 + 4x + 2/(x + 2). Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû,
à òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = 2e−x2−5ẋ2 − (ex + e−x − 2 cos x). Íàé-
äèòå ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå
êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ C è 4C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà
F (t) = 2t− 2t3 + 5t5. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(e2t/τ − 1), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = F0t
4
1/τ4,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7.Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x3 − 3x2 + 2x + εxe−2t, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 7m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 7

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 2x + 3/(x− 2)4. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à
òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = chx(ẋ2 − 3). Íàéäèòå ÷àñòîòó ìàëûõ
êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëî÷íîãî êîëüöà ðàäèóñîì
R, ïëîñêîñòü êîòîðîãî âåðòèêàëüíà. Â âåðõíåé òî÷êå êîëüöà íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä 3q. Íàéäèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà
F (t) = −3t + 2 cos 4t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

4/τ4, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(9πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿ-
òîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 3e2x − x + ε(2t2 − 3t4)x, ε ¿ 1, äåéñòâó-
åò ñèëà òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî
èçìåíèòñÿ ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðî-
òèâîïîëîæíî ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 8m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 8

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = e3x − 2x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = (x + 1)ẋ2/2− 3xex. Íàéäèòå ÷àñòîòó

ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ

4C è C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.
4.Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 3e−t + 4 cos t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(9πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = F0t
5
1/τ5,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 2xε sin 4t + 2 cos 4x + 2x, ε ¿ 1, äåéñòâó-
åò ñèëà òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî
èçìåíèòñÿ ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðî-
òèâîïîëîæíî ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 9m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 9

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 3 cos 2x− 2x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = (x− 1)2ẋ2 − 2x2/(x2 + 1). Íàéäèòå

÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Íà ðàñ-

ñòîÿíèè a îò ýòîé ñïèöû íàä íåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä −6q. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 2e−2t cos t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(e−t/τ − 1), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 2F0t
4
1/τ4,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x5 − 3x2 + εxe−3t, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 10m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 10

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x2 − 2x + 3/(x− 1). Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû,
à òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = e−xẋ2 − 2ex2+2x+5. Íàéäèòå ÷àñòîòó
ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå
êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ 4C è C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà
F (t) = − cos 4t− t2 sin t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

5/τ5, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = e2x − 2x + ε(t3 + 5t3)x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 11m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 11

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 4x + 3/(x + 2)5. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à
òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2/(3 + 4x)− x
√

6 + 8x. Íàéäèòå
÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëî÷íîãî êîëüöà ðàäèóñîì
R, ïëîñêîñòü êîòîðîãî âåðòèêàëüíà. Â íèæíåé òî÷êå êîëüöà íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä 4q. Íàéäèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = t3 − 4t4 − t7.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(5πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 4F0t
3
1/τ3,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7.Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 2xε sin 2t + 2 sinx + 3x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 2m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 12

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = ex − 4x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = 4e−x2−2ẋ2 − (e2x + e−2x − 2 cos 2x).

Íàéäèòå ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ

2C è C/2. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 4t2 − sin 2t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(e−2t/τ − 1), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 5F0t
2
1/τ2,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x5 − 3x3 + εxe−4t, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 3m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 13

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 3 cos 3x− 3x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2.Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = 4 chx(2ẋ2 − 1). Íàéäèòå ÷àñòîòó ìàëûõ

êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Íà ðàñ-

ñòîÿíèè a îò ýòîé ñïèöû íàä íåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä −7q. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 3e−t − 3 sin t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

2/τ2, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(5πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿ-
òîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = −2x + 2e2x + ε(2t5 − t3)x, ε ¿ 1, äåéñòâó-
åò ñèëà òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî
èçìåíèòñÿ ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðî-
òèâîïîëîæíî ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 4m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 14

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x2 − 6x + 1/(x− 3). Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû,
à òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = (x + 3)ẋ2 − xex. Íàéäèòå ÷àñòîòó
ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå
êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ 2C è C/2. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 2e−2t sin t.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = F0t
6
1/τ6,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 4xε sin 5t + 2 cos x + x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 5m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 15

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x + 2/(x− 1)6. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à
òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = 2(x + 1)2ẋ2 − 3x2/(x2 + 1). Íàéäèòå
÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëî÷íîãî êîëüöà ðàäèóñîì
R, ïëîñêîñòü êîòîðîãî âåðòèêàëüíà. Â âåðõíåé òî÷êå êîëüöà íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä 5q. Íàéäèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà
F (t) = sin 2t− 4t sin t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(e−3t/τ − 1), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 4F0t
2
1/τ2,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7.Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x3 − 3x2 + 4x + εxe−3t, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 6m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 16

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = e6x − 2x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = exẋ2 − e2x2−x+6. Íàéäèòå ÷àñòîòó

ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ

C è 5C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

F (t) = −2t4 + 4t2 + 5t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

3/τ3, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(9πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿ-
òîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 2ex − x + ε(t2 − 3t3)x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 7m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 17

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 3 cosx− x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = 3ẋ2/(1 + x)− 5x

√
1 + x. Íàéäèòå

÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Íà ðàñ-

ñòîÿíèè a îò ýòîé ñïèöû íàä íåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä −2q. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = −3t− sin 3t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(9πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 2F0t
4
1/τ4,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 5xε sin 3t + 4 cos x + x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 6m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 18

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x2 − 2x + 4/(x− 1). Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû,
à òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = e4−x2
ẋ2 − 2(ex + e−x − 2 cos x). Íàé-

äèòå ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå

êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ 2C è 5C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = e−2t − 4 cos t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(e4t/τ − 1), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 2F0t
4
1/τ4,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x5 − 3x4 + εxe−4t, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 5m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 19

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 4x + 1/(x− 2)5. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à
òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = 2 chx(ẋ2 − 4). Íàéäèòå ÷àñòîòó ìàëûõ
êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëî÷íîãî êîëüöà ðàäèóñîì
R, ïëîñêîñòü êîòîðîãî âåðòèêàëüíà. Â íèæíåé òî÷êå êîëüöà íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä 4q. Íàéäèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = e−5t cos 5t.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

4/τ4, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7.Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = ex − 4x + 2ε(2t2 − t3)x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 4m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 20

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = ex − 3x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = (x + 2)ẋ2/2− xex. Íàéäèòå ÷àñòîòó

ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ

C è 6C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

F (t) = cos 2t + t2 cos t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 4F0t
2
1/τ2,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = xε cos 5t + 4 sinx + x, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 3m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Âàðèàíò 21

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 3 sin 2x− 5x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = (x− 3)2ẋ2 − x2/(2x2 + 2). Íàéäèòå

÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Íà ðàñ-

ñòîÿíèè a îò ýòîé ñïèöû íàä íåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä −5q. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

F (t) = −2t + 2t6 + t7. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(1− e−3t/τ ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 2F0t
3
1/τ3,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7.Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x5 − 3x2 + 3x + εxe−3t, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 2m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.

21



Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 22

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = x2 + 4x + 3/(x + 2). Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû,
à òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = 2e−xẋ2 − ex2+x+4. Íàéäèòå ÷àñòîòó
ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è ïàðàëëåëüíî ñîåäèíåííûå
êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ 3C è C/3. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 3t2 + sin 4t.
Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

5/τ5, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(5πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿ-
òîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7.Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 3ex − x + 3xε(t2 − 3t3), ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 4m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 2x + 3/(x− 4)4. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à
òàêæå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé
δU = αx2 ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.

2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = ẋ2/(3 + x)− 5x
√

6 + 2x. Íàéäèòå
÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.

3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëî÷íîãî êîëüöà ðàäèóñîì
R, ïëîñêîñòü êîòîðîãî âåðòèêàëüíà. Â âåðõíåé òî÷êå êîëüöà íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä 5q. Íàéäèòå ïåðèîä
ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.

4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà
F (t) = 3e−5t + 2t cos t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0 sin(5πt/2τ), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = 5F0t
4
1/τ4,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 3xε sin 2t + 2 cosx + 5x, ε ¿ 1, äåéñòâó-
åò ñèëà òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî
èçìåíèòñÿ ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðî-
òèâîïîëîæíî ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 5m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 1. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.

23



Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû

Âàðèàíò 24

1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = e3x − 3x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = e−x2−5ẋ2 − 2(chx− cosx). Íàéäèòå

÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Ê èñòî÷íèêó ïîñòîÿííîãî íàïðÿæåíèÿ U0 ïîäêëþ÷åíû ïîñëåäîâàòåëüíî êîòóøêà è êîíäåíñàòîðû åìêîñòüþ

2C è 7C. Íàéäèòå ÷àñòîòó êîëåáàíèé çàðÿäà íà ïåðâîì êîíäåíñàòîðå.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà F (t) = 3e−4t sin t.

Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,

F0(e−2t/τ − 1), 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6.Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû F (t) = F0t
2
1/2τ2,

ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì
èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7.Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = x5 − 3x2 + 3x + εxe−3t, ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 6m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1 − ϕ2/2 + ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 3/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(1− th2(t/τ))/2, t < 0 è F (t) = F0(th2(t/τ) + 1)/2, t > 0. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞)
ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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Äîìàøíåå çàäàíèå �16
Êîëåáàíèÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû
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1. ×àñòèöà ìàññîé m = 2 íàõîäèòñÿ â ïîëå U = 4 sin 2x− 2x. Íàéäèòå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ÷àñòèöû, à òàêæå
ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé âáëèçè íåãî. Ïîëó÷èòå ïîïðàâêè ê ýòèì âåëè÷èíàì, âûçâàííûå ìàëîé äîáàâêîé δU = αx2

ê ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè.
2. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ñèñòåìû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû èìååò âèä L = chx(5ẋ2 − 1). Íàéäèòå ÷àñòîòó ìàëûõ

êîëåáàíèé ñèñòåìû.
3. Áóñèíêà, èìåþùàÿ çàðÿä q è ìàññó m, ìîæåò ñêîëüçèòü áåç òðåíèÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ñïèöû. Íà ðàñ-

ñòîÿíèè a îò ýòîé ñïèöû íàä íåé íàõîäèòñÿ ñòàöèîíàðíûé çàðÿä −6q. Íàéäèòå ïåðèîä ìàëûõ êîëåáàíèé áóñèíêè.
4. Íà îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò âíåøíÿÿ ñèëà

F (t) = 4 cos 3t− t sin 2t. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ îñ-
öèëëÿòîðà.

5. Íà ïîêîÿùèéñÿ èçíà÷àëüíî îñöèëëÿòîð, ìàññà êîòîðîãî m = 2, à ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0, äåéñòâóåò ñèëà

F (t) =

{ 0, t < 0,
F0t

6/τ6, 0 < t < τ,
F0, t > τ.

Íàéäèòå çàâèñèìîñòü êîîðäèíàòû îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. ×åìó ðàâíà àìïëèòóäà óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé?
×åìó ðàâíà ðàáîòà ñèëû F (t)?

6. Îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïåðèîäè÷åñêîé ñèëû
F (t) = F0 sin(πt1/2τ), ãäå t1 = t− nτ , ïðè nτ < t < (n + 1)τ , n ∈ Z. Íàéäèòå óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ îñöèë-
ëÿòîðà. Êàê ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì åãî ýíåðãèÿ?

7. Íà ÷àñòèöó, ìàññà êîòîðîé m = 2, íàõîäÿùóþñÿ â ïîëå U(x, t) = 2ex − x + 2εx(t4 − t3), ε ¿ 1, äåéñòâóåò ñèëà
òðåíèÿ Ff = −2αẋ. Â íà÷àëüíûé ìîìåíò x(0) = 0, ẋ(0) = 0. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ ÷àñòèöû. ×òî èçìåíèòñÿ
ïðè çàìåíå òàêîãî �âÿçêîãî� òðåíèÿ íà �ñóõîå� (ñèëà òðåíèÿ ïîñòîÿííà ïî âåëè÷èíå è íàïðàâëåíà ïðîòèâîïîëîæíî
ñêîðîñòè)?

8. Âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà ñèñòåìó ìîæåò íå ñâîäèòüñÿ ê äåéñòâèþ ïîòåíöèàëüíûõ ñèë èëè ñèë òðåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðèìåð òàêîãî âîçäåéñòâèÿ. Íà ãëàäêîé ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè íàõîäèòñÿ ÿùèê ñ ïåñêîì, ñîâåð-
øàþùèé ìàëûå êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû ñî ñòîðîíû ãîðèçîíòàëüíîé ïðóæèíû æåñòêîñòüþ k, êîòîðîé îí
ïðèêðåïëåí ê íåïîäâèæíîé ñòåíå. Ïðè äâèæåíèè íà ÿùèê äåéñòâóåò ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ Ff = −γmẋ, ãäå m � ìàñ-
ñà ÿùèêà. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà àìïëèòóäà êîëåáàíèé ÿùèêà ðàâíà A0, ïåñîê íà÷èíàåò âûñûïàòüñÿ
èç ÿùèêà ÷åðåç ìàëåíüêîå îòâåðñòèå â áîêîâîé ñòåíêå ÿùèêà, ïðè÷åì ìàññà ïåñêà, âûñûïàþùåãîñÿ çà åäèíèöó
âðåìåíè, ðàâíà dm/dt = −m0/τ e−t/τ . Íà÷àëüíàÿ ìàññà ÿùèêà ðàâíà 7m0. Ïîëó÷èòå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ÿùèêà
è ïðîèíòåãðèðóéòå åãî ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïàðàìåòðîâ

√
m0/k, τ è 1/γ. Êàê èçìåíèòñÿ ðåøåíèå, åñëè

çàñûïàòü ïåñîê â ÿùèê èç íåïîäâèæíîãî ðåçåðâóàðà?
9. Áóñèíêà ìàññîé m ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ âäîëü ïðîâîëîêè, èçîãíóòîé â ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè

ñîãëàñíî r(ϕ) = 1+ϕ2−ϕ3 +ϕ4/4, −π < ϕ < π (ãäå r, ϕ � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ïëîñêîñòè ïðîâîëîêè). Áóñèíêà
ïðèêðåïëåíà ê ïðóæèíå æåñòêîñòüþ k, äðóãîé êîíåö êîòîðîé çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Äëèíà ïðóæèíû â
íåðàñòÿíóòîì ñîñòîÿíèè ðàâíà 5/4. Íàéäèòå ìàëûå êîëåáàíèÿ áóñèíêè.

10. Íà îñöèëëÿòîð (ìàññà m, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0) äåéñòâóåò ñèëà, âîçðàñòàþùàÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó
F (t) = F0(th(t/τ)− 1)/2. Íà÷àëüíàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà (ïðè t → −∞) ðàâíà E0. Íàéäèòå ïðèîáðåòåííóþ èì
ïîä äåéñòâèåì ñèëû F (t) ýíåðãèþ.
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